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Аннотация. Предложена методика расчета плотности распределения и 

начальных моментов времени пребывания суперпозиций потоков 

прямоугольных импульсов в заданном состоянии. Рассмотрены частные случаи 

распределения длительностей импульсов и пауз парциальных потоков: смесь 

гамма-распределений, гиперэрланговское и вырожденное распределения. 

Полученные результаты могут использоваться при анализе надежности и 

эффективности функционирования сложных систем, а так же при оценке 

параметров асинхронных систем передачи информации. 

Ключевые слова. Случайный поток импульсов, суперпозиция потоков, поток 

совпадений, длительность импульсов, плотность распределения вероятности, 

начальные моменты. 

Abstract. A calculation method of both distribution density and initial moments 

sojurn time of square wave-form pulses flows superpositions in given state is 

proposed. Some special cases partial flows of pusses and pauses durations are 

considered: gamma-distributions superposition, hyper-Erlang distribution and 

degenerate distribution. These results can be used for analysis of both reliability and 

effectiveness of complex systems functioning as well for parameters of asynchronous 

systems of information transmission estimations. 

Keywords: stochastic pulses flows, superposition of flows, flow of coincidence, 

pulses duration, probability density, initial moment. 

 

Введение 

В [1] доказано, что суперпозиция потоков прямоугольных импульсов при 
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выполнении определенных условий и ограничений адекватно описывается 

полумарковской моделью. Там же предложена методика расчета одношаговых 

переходных вероятностей и условных функций распределения длительности 

пребывания процесса в фиксированном состоянии. Эти характеристики 

необходимы и достаточны для полного описания суперпозиции случайных 

потоков прямоугольных импульсов.  

На практике встречаются задачи, решение которых может быть получено 

без подробного исследования процесса суперпозиции. Например, при оценке 

характеристик асинхронных систем передачи информации бывает достаточно 

найти вероятностные параметры временного перекрытия информационных 

пакетов: вероятность совпадения потоков и распределение длительности 

времени совпадения. 

Вопросы совпадения импульсных потоков исследовались в работах В. И. 

Тихонова, Я. С. Ицхоки, В. А. Дьякова и др. Наиболее полно аспекты теории 

впервые изложены в монографии Н. М. Седякина [2]. 

В настоящей работе предложена методика расчета плотности 

распределения вероятностей и начальных моментов времени пребывания 

суперпозиции потоков в заданном s
�

-состоянии. Результаты базируются на 

теоретических положениях, полученных Седякиным Н. М., и являются их 

обобщением применительно к теории многомерных потоков совпадений. 

 

2. Условия и ограничения 

Будем считать, что парциальные потоки )(tiϕ , Ni ,1=  прямоугольных 

импульсов, образующие суперпозицию ( ))(,),()( 1 ttt NN ϕϕφ …= , 

),0[],1,0[),,()( ∞==ΒΒ∈ ++ RRt N
Nφ , стационарные и взаимно независимые в 

совокупности; существуют и заданы плотности распределения вероятностей 

длительности импульсов )(xiα  и длительности пауз )(xiβ ; импульсы (паузы), 

принадлежащие одному и тому же потоку, не перекрываются сами с собой; 

существуют математические ожидания длительностей импульсов τ1m  и пауз 
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ϑ1m . 

Процесс )(tNφ  находится в момент t  в s
�

-состоянии, если stN

�=)(φ , 

),,,,,( 1 Ni ssss ……

� = N
i ss Β∈Β∈ �

, . Во времени эти состояния описываются 

потоком s
�

-состояний 
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Поток )(ts
�Φ  может быть представлен произведением соответствующих 

комбинаций парциальных потоков )(tiϕ  и их инверсий )(tiϕ  [3]: 

∏
=

⋅=Φ
N

i

s
i

s
is

ii tt
1

)()( ϕϕ� , 

где iiii sstt −=−= 1),(1)( ϕϕ . 

3. Плотность распределения вероятностей времени пребывания процесса 
)(tNφ  в s
�

-состоянии 

Искомая плотность распределения равна плотности распределения 

длительности импульсов потока )(ts
�Φ  [3]: 
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Запишем соотношение (1) в развернутом виде: 
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)()()(][ xxx iii s
i

s
i

s
i βαα ⋅=                                         (3) 
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)(),( xx ii βα  - плотности распределения длительностей импульсов и пауз 

потоков Niti ,1),( =ϕ ; 

∫
∞

=
0

][
1 )( dxxxm i

i

s
iατ .                                            (4) 

В дальнейшем для сокращения записи, там, где это возможно, будем 

опускать индекс s
�

. 

После дифференцирования в (2) получим: 
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где 
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)0( , 
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ijj
jii xaxaxD

,1

)2( )()()( , 
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Таким образом, вычисление плотности распределения сводится к 

вычислению функции (6) и ее производных. 

4. Начальные моменты времени пребывания процесса )(tNφ  в s
�

-состоянии 

Начальный момент порядка k  равен 

∫
∞

=
0

)( dxxxm k
k α .                                               (7) 

Подставив (6) в (7), после интегрирования по частям получим 
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Это выражение справедливо, если выполняются следующие условия: 
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Здесь везде Ni ,1= . 

Можно показать, что условия (9)...(12) справедливы для плотностей 

распределения Nixis
i ,1),(][ =α , заданных смесями гамма-распределений, 

гиперэрланговским и вырожденным распределениями. 

Рассмотрим методику вычисления плотностей )(xs
�α  и соответствующих 

им начальных моментов 1, ≥kmk  при конкретных плотностях распределения 

)(][ xis
iα  компонент парциальных потоков Niti ,1),( =ϕ . 

5. Смесь гамма-распределений 

В этом случае плотности распределения вероятностей длительности 

импульсов и пауз i -го парциального потока равны: 

,)()( ,∑ ⋅=
i

i
ilili

n

l
li xfpx λρα  
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Определим плотность распределения )(xs
�α , заданную выражением (5), и 

найдем начальные моменты 1, ≥kmk  в соответствии с формулой (8). 

5.1. Плотность распределения 

Для вычисления )(xs
�α  по формуле (5) необходимо определить функции 
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Здесь ),( zxΓ  - неполная гамма-функция. 

Очевидно 
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Дифференцируя )(xai , получим: 
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Подставляя в (5) выражения (14)...(19), получим формулу для плотности 

распределения )(xs
�α . 

Пример 1. Парциальные потоки, длительности импульсов и пауз которых 
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При выводе использовалось соотношение [4;8.356.2]: 

xexxx −+Γ=+Γ ρρρρ );();1( . 

Пример 2. В условиях примера 1 примем Niii ,1,1 === υρ . Тогда 

используя соотношение [4; 8.352.2]: 
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получим: 

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i
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11

exp)( λλα � . Следовательно, при экспоненциальном 

распределении длительности импульсов и пауз парциальных потоков, 

распределение длительности импульсов потока s
�

-состояний также 

экспоненциальное, что совпадает с известным результатом [2]. 
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5.2. Начальные моменты 

Опуская доказательство выполнения условий (9)...(12) перейдем к 

вычислению начальных моментов. 

Момент первого порядка легко определяется на основании (8) с учетом 

(15). После несложных преобразований получаем: 
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где im1  - начальный момент первого порядка длительности импульсов (пауз) 
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Таким образом, вычисление km  сводится к определению интеграла от 

произведения n  функций вида 
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умноженных на 2−kx . 

Формула для начального момента выражается через )(⋅AF  - 

гипергеометрическую функцию N  переменных и достаточно громоздка, 

поэтому здесь не приводится. Численные значения моментов можно найти по 

(21). 

6. Гиперэрланговское распределение 

6.1. Плотность распределения 

Определим функцию )(xa . Для этого воспользуемся результатами 

предыдущего параграфа, учитывая, что распределение Эрланга есть частный 

случай гамма-распределения с параметрами i
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целые положительные числа.  
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Непосредственно из (13)...(19) получаем: 
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⋅Λ

=
il

i

il

i

iiliil

i
i

i
i

r

k

x

il

krkr

l
i

n

l
li e

kr

x
kpxa

1

1

1 !
)(                               (23) 

i

n

l l

l
li m

r
pa

i

i i

i

i ,1
1

)0( == ∑
= λ

                                          (24) 

( )
( )∑ ∑

= =

Λ−
−

−
Λ

−=
i

i

il

i

il

i

iil

i

i

n

l

r

k

x

il

kr
l

li e
kr

x
pxa

1 1

)1(

!
)(                              (25) 

( )∑
=

Λ−
−

−
Λ

=
i

i

il

i

ilil

i

i

n

l

x

l

rr

l
li e

r

x
pxa

1

1

)2(

!1
)(                                 (27) 

Здесь i

i

i

ii

s
l

s
ll qpP ⋅= . 

Подставив (23)... (27) в (2), получим выражения для плотности 

распределения длительности импульсов потока s
�

- состояния. 

Пример 3. Длительности импульсов и пауз парциальных потоков 

распределены по закону Эрланга: ii s
i

s
ii γλ ⋅=Λ , ii s

i
s
iir υρ ⋅= , 1== ii mn , Ni ,1= . 

Тогда 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )









Λ⋅Λ
Λ⋅Λ

ΛΛ+
Λ⋅−

ΛΛ×

×Λ⋅





 Λ−







 Λ=

∑ ∑ ∑

∏∑∑

= = ≠= −−

−−

−

−

=
−

−

=

−

=

N

i

N

i

N

ijj jrir

jrir

ji
iri

r
i

i

N

i
iri

N

i
i

N

i i

i
s

xbxb

xexe

xbr

x

xbrx
r

x

ji

ji

i

i

i

1 1 ,1 11

11

1

1
2

1
1

1

1

1

1

!1

exp)(�α

 

где 

∑
−

=
− −=

1

0
1 !

)(
)()(

k

m

m

k m

x
mkxb

λλ , 

∑
−

=
− =

1

0
1 !

)(
)(

k

m

m

k m

x
xe

λλ . 

При выводе использовалось соотношение с [4; 8.352.2]. Приняв 

Niri ,1,1 == ,  получим результат примера 2. 

Для парциальных потоков )(tiϕ  с одинаковыми параметрами 

распределения длительностей импульсов и пауз и Nirr ii ,1,, ==Λ= λ  
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плотность распределения )(xs
�α  равна: 








 −+
−

⋅⋅= −−

−
−

−
+−− )()1()(

)!1(
)(

)()( 2
11

1
2

1
1 λλλλλα λ xeNxb

r

x
xbrex rr

r
N
r

NNx
s
� . 

При Nir ii ,1,,2 === λλ  

[ ]1)1()2(2)( 221 −+⋅⋅−⋅⋅= −−− λλλα λ xNxex NNNx
s
� . 

6.2. Начальные моменты 

Начальные моменты достаточно просто определяются из (8) на основании 

(23) и (24).  

Очевидно, как и раньше 
1

1

1
,11

−

=

−






= ∑

N

i
imm , 

где момент im ,1  равен (24); 

( )( )
2,...

!...!

!2...
...

...
)1(

1

0

1

0 1

1 1 1

1
,1

1

1
,1

1

1

1

1

1

1

1

≥××⋅
××

−+++
−×

×





 Λ

⋅

−=

∑ ∑ ∏

∑ ∑∏ ∑
∏∑

−

=

−

= =

= = =

==

−

k
k

r

P

mm

kk
m

il

l

Nl

Nl

Nl

N

l

N

N

ii

N

N
i

i

i

r r N

i
ll

ll

ll
ll

n

l

n

l

N

i

N

i
l

l

l

N

i
i

N

i
i

k

ν ν

νν θθ
νν

νν
ν

θ
  (28) 

где 
∑
=

Λ

Λ
= N

i
l

l
l

i

i

i

1

θ . 

Обозначим n
Nll =++ νν ...

1
. Тогда 

∏
−

=
+=−+++

2

1

)(!)!2...(
1

k

t
ll tnnk
N

νν , 

где пустое произведение принято равным 1. 

Рассмотрим выражение 

N

Nl

N

l

N

llll
ll

n
n ννθθ

νν
νν ++=××⋅

××
...,...

!...!
!

1

1

1

1

.                       (29) 

Поскольку 1
1

=∑
=

N

i
li

θ , то (29) есть вероятность полиномиального 

распределения ),...,(
1 Nlln ννΡ . 
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Суммы по },1,{ Ni
il

=ν  можно упорядочить следующим образом: 

( ) ( )

( ) ( )

( )kllR

rtn

rtn

N

Nrr

n

Nir

n

N

i
llnll

k

t

lln

r r N

i
ll

k

t

Nll

ilil

Nll

Nll
Nii

N

l

l

Nl

Nl
ii

;,...,

,...,)(

,...,)(...

1

...

0

),1,0

;...

;,...( 1

2

1

1

0

1

0 1

2

1

1

1

1
1

1

1

1

=

=Ρ⋅−+=

=Ρ−+

∑ ∑ ∏∏

∑ ∑ ∏∏

−++

=

=≤≤
=++

=

−

=

−

=

−

= =

−

=

ν
νν
νν

ν ν

ννν

ννν

            (30) 

где ( )kllR N ;,...,1  имеет смысл усредненного с весом ∏
−

=
+

2

1

)(
k

t

tn  произведения 

( )∏
=

−
N

i
ll ii

r
1

ν  в области N -мерного пространства, заданного системой: 

n

Nir

N

ii

ll

ll

=++

=−≤≤

νν
ν

...

,,1,10

1

 

Тогда 

( )
∑ ∑ ∏

∑∏∑ = = =

===

−
≥







 Λ⋅

−=
1

1 1 1 1

1

1

1
,1

1

1
,1

2,
;,...

...
)1( n

l

n

l

N

i
kN

i
ll

N
lN

i
i

N

i
i

k

N

N

ii

i
k

kllR
P

mm

kk
m

θ
. 

Учитывая, что  

1...
1 11 1

1

1

== ∏∑∑ ∑∏
= == =

N

i

n

l
l

n

l

n

l

N

i
l

i

i
i

N

N
i

PP  

можно рассматривать суммирование по Ninl ii ,1,,1 ==  с весом ∏
=

N

i
li

P
1

 как 

операцию математического ожидания. Следовательно 

( )
2,

;,...,)1(

1 1

1

1
,1

1

1
,1

≥






⋅

⋅−=
∏ ∑∏∑

= ===

−
k

kllR

mm

kk
m

N

i

kN

i
ll

N
N

i
i

N

i
i

k

ii
λθ

                       (31) 

Здесь угловые скобки означают усреднение с вероятностями ∏
=

N

i
li

P
1

по 

всем Ninl ii ,1,,1 == . 
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Пример 4. Пусть Ninlr iili
,1,,1,1 === , то есть ][ is

iα  - смесь 

показательных распределений. Тогда из (28) получим 

2,...
)1( 1

1 1 1

1

1

1
,1

1

1
,1

≥





 Λ⋅

Λ
−= ∑ ∑∏ ∑
∏∑ = =

−

=

==

−
k

P

mm

kk
m

n

l

n

l

N

i

kN

i
l

l

l

N

i
i

N

i
i

k

N

N
i

i

i . 

Пример 5. Совпадение парциальных потоков с эрланговским 

распределением длительностей импульсов и пауз. В этом случае ii s
i

s
ii γλ ⋅=Λ , 

ii s
i

s
iir υρ ⋅= , 1== ii mn , Ni ,1= . Тогда из (30) после преобразований получим: 

2,
! ...

0
2

1

1

1

≥






 Λ

= ∑
∑

−++

=
−+

−−

=

k
R

R
Cr

R

Rk
m n

Nrr

n

n
kn

k
kN

i
ii

k

k

N

. 

Здесь приняты обозначения: 

∑
∑∏∏

=

=≠== Λ

Λ==== N

i
i

i
i

N

i i

i
N

ijj
ji

N

i
i rr

rRrR

1

1,11

,
1

,, θθ
, 

∑

=−≤≤
=++

=Ρ−=

),1,10

;...

,...,(
1

1

;1

,...1,0),,...,()(

Nir

n

Nniin

ii

N

N

nrR

ν
νν
νν

ννν . 

7. Вырожденное распределение 

7.1. Плотность распределения 

Вырожденное распределение можно аппроксимировать распределением 

Эрланга r -го порядка при ∞→r . Следовательно, результаты для этого случая 

могут быть получены из предыдущего параграфа путем предельного, перехода 

в выражениях для )(xα  и km . Однако непосредственное вычисление по 

формулам (5) и (8) оказывается более простым. 

Пусть плотность распределения )(][ xis
iα  равна: 

Nixx i
s

i
i ,1),()(][ =−= τδα                                      (32) 

где )(xδ  - дельта-функция, а iτ  - длительность импульса или паузы i -го 

парциального потока. 

Тогда 
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

 +≤≤−+−

=
x0

0),(
)(

другихпри

xxx
xa iii

i

εττδτ
,                         (33) 

iia τ=)0( ,                                             (34) 









+≥
+<<−−

−≤≤−
=

ετ
ετεττδ

ετ

i

iii

i

i

x

xx

x

xa

,0

),(

0,1

)()1( ,                            (35) 

)()1()2(
ii xa τδ −= .                                         (36) 

Здесь 0,0,,1 →>= εεNi . 

Подставляя (33)...(36) в (5) получим 















>

=−−








<≤−








= ∑ ∏∑ ∏

∑ ∑ ∏∑ ∏

= ≠=

−

= ≠=

= ≠= ≠≠=

−

= ≠=

0

1 ,1
00

1

1 ,1

1 ,1 ,,1
0

1

1 ,1

,0

),()(

0),(

)(

τ

ττδττ

τττ

α

x

xxx

xx

x
N

i

N

ijj
j

N

i

N

ijj
j

N

i

N

ijj

N

jqiqq
q

N

i

N

ijj
j

s
� , 

где )min(0 ττ = . 

В несколько ином виде выражение для плотности распределения 

вероятности длительности импульсов потока совпадений получено в [2].  

7.2. Начальные моменты 

Для вычисления начальных моментов представим произведение функций 

)(xai  в (8) в виде суммы: 

∑ ∑ ∏∏
∈

−

=
−=

N

v Ii i
i

vvv
N

i
i

v

xxa
)(

1

1

)1()( τ . 

Здесь - vI  - множество сочетаний v  неравных между собой индексов 

Ni ,1= ; 

∏ −

)(

1

i
i

vτ  - произведение v  величин 1−
iτ , заданных множеством vI . 

Поскольку функции )0(ia  отличны от 0 на конечных интервалах 

Nii ,1],,0[ =τ , то условия (9)...(12) выполняются и формула (8) справедлива. 
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Подставляя (37) в (8) и интегрируя в пределах ],0[ iτ , получаем: 

1

1

1
1

−

=

−






= ∑

N

i
im τ , 

∑ ∑∏
∑ = ∈

−

=

−

−

≥
−+

−−=
N

v Ii i
i

v
v

v
N

i
i

k

k
v

k
vk

kk
m

0 )(

10

1

1

1
0 2,

1
)1(

)1( ττ

τ

τ
. 
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