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Аннотация. Приведен модифицированный алгоритм посимвольного 

некогерентного приема ортогональных в усиленном смысле сигналов, более 

простой по реализации, чем алгоритм оптимального посимвольного 

некогерентного приема. Приведено аналитическое выражение для вероятности 

ошибки на информационный бит при использовании этого алгоритма приема. 

Показано, что доказанное выражение тождественно выражению для 

вероятности ошибки на бит при использовании правила некогерентного 

приема, реализующего статистический критерий максимального 

правдоподобия. 

Ключевые слова: ортогональные сигналы, посимвольный прием, 

некогерентный прием, вероятность ошибки. 

Abstract. The suboptimal algorithm of symbol-by-symbol noncoherent decoding for 

orthogonal signals and error-performances of that are presented in the article. The 

error-performances for orthogonal signal symbol-by-symbol decoding are evaluated 

by means of utilizing analytical expression. 

Key words: orthogonal signals, symbol-by-symbol decoding, noncoherent decoding, 

error performance. 
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Введение 

Теоретическое исследование вероятностных характеристик ансамблей 

сигналов, определяемых применяемыми правилами их приема, составляет один 

из основных этапов создания систем передачи информации [1]. Это определяет 

актуальность проблемы разработки и развития математического аппарата для 

теоретического оценивания или вычисления вероятностей ошибочных решений 

(вероятностей ошибки на сообщение ошР , вероятность ошибки на бит (символ) 

бР ) при приеме сигналов для различных видов канальных помех. Базовой 

моделью является помеха в виде аддитивного белого гауссовского шума 

(АБГШ) [1,2]. 

Наиболее полно эта проблема решена для когерентного приема, 

реализующего статистический критерий максимального правдоподобия [2]. 

При его применении минимизируется вероятность ошибочного приема ошР . 

Для этого случая известен ряд аналитических соотношений, определяющих 

вычисление точных значений ошР  [1-4] либо их границ [3-7]. 

Значительно более сложной является проблема оценивания 

вероятностных характеристик для правила посимвольного приема сигналов, 

реализующего статистический критерий максимальной посимвольной 

апостериорной вероятности [8,9]. При применении этого правила 

минимизируется вероятность ошибки бР . 

Интерес к данному правилу приема объясняется тем, что алгоритмы 

посимвольного приема составляют основу процедур приема класса ансамблей 

сигналов, соответствующих наиболее эффективным помехоустойчивым кодам 

с итеративными алгоритмами декодирования (турбо-коды [10], 

низкоплотностные коды [10], турбо-подобные коды [10,11]). 

Известны аналитические выражения для оценки вероятностных 

характеристик бР  при применении когерентного посимвольного приема для 

ограниченного ряда ансамблей сигналов, например, для ансамблей 

симплексных сигналов [12,13]. В данной работе приведено аналитическое 
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выражение для вычисления вероятности ошибки бР  при некогерентном 

посимвольном приеме сигналов, ортогональных в усиленном смысле. 

 

1. Постановка задачи 

Пусть ( mA
�

, Mm ,...,2,1= ) - множество дискретных сообщений объемом 

kM 2= , каждому сообщению сопоставляется сигнал с комплексной огибающей 

)(tsmɺ  длительностью Т , ],0[ Tt ∈ . Сигналы )(tsmɺ  являются ортогональными в 

усиленном смысле [2,3], т.е. ∫ ==
T

lmml dttstsE
0

* 0)()( ɺɺ  для lm ≠ , иначе 0ЕEll = ; 

*()  - операция комплексного сопряжения. Примером рассматриваемых 

сигналов являются сигналы, соответствующие базисным функциям Уолша-

Адамара [2]. 

Вектор mA
�

 с двоичными компонентами 1,...,1,0;1,0 −== kiai  

рассматривается как двоичное представление его номера m , km 20 <≤ . 

Обозначим )()exp()()( tnjtsсty m ɺɺɺ += ϕ  реализацию на входе приемного 

устройства при передаче сигнала )(tsmɺ . Здесь с  - амплитуда сигнала; ϕ  - 

начальная фаза сигнала, полагаемая случайной величиной с равномерным 

законом распределения ]2,0[ πϕ ∈ ; )(tnɺ  - помеховая составляющая АБГШ с 

односторонней спектральной плотностью 0N . 

Правило оптимального посимвольного приема сигналов заключается в 

вычислении апостериорных вероятностей )),(Pr( ϕtyal ɺ  и принятии решения 

0=la , если )),(1Pr()),(0Pr( ϕϕ tyatya ll ɺɺ =>=  и 1=la  в противном случае [8]. 

Апостериорная вероятность )),(Pr( ϕξ tyal ɺ=  ( 1,0=ξ ) задается 

выражением 

∑==
=ξ

ϕϕξ
laA

l tyAtya
:

)),(Pr()),(Pr(
�

ɺ
�

ɺ .    (1) 
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С учетом правила Байеса имеем 
))((

)Pr(),)((
)),(Pr(

typ

AAtyp
tyA

ɺ

��
ɺ

ɺ
� ϕ

ϕ = . Здесь 

))(( typ ɺ  - плотность вероятности реализации )(tyɺ  и 

( ) =








∫ −−=
T

m dtjtsсty
N

CAtyp
0

2

0
)exp()()(

1
exp),)(( ϕϕ ɺɺ

�
ɺ   (2) 











∫ −=
T

mm dttstytsty
N

с
C

0

(*)(*)

0
1 ))sin())()(Im()cos())()((Re(

2
exp ϕϕ ɺɺɺɺ . 

Здесь 1,CC  - нормирующие множители, не зависящие от m . 

После усреднения (2) по ϕ  имеем результирующее выражение [2-4] 



























∫+










∫=

2

0

(*)
2

0

(*)

0
01 ))()(Im())()(Re(

2
))((

Т

m

Т

mm tstytsty
N

a
ICAtyp ɺɺɺɺ

�
ɺ . (3) 

Здесь )(0 xI  - модифицированная функция Бесселя 1-го рода 0-го порядка. 

Таким образом, алгоритм оптимального некогерентного посимвольного 

приема заключается в вычислении корреляционных соотношений в составе 

выражения (3), их нелинейном преобразовании (3) и суммировании (1) для 

вычисления апостериорных вероятностей )),(Pr( ϕξ tyal ɺ= . 

Модифицированный (подоптимальный) и более простой алгоритм 

посимвольного приема заключается в замене суммирования (1) вычислением и 

сравнением величин )1()0( , ll ξξ  [10, 11] 

( )))((max
0:

)0(
m

aA
l Atyp

lm

�
ɺ�

=
=ξ ,     (4) 

( )))((max
1:

)1(
m

aA
l Atyp

lm

�
ɺ�

=
=ξ .     (5) 

Принимается решение 0=la , если )1()0(
ll ξξ > , иначе 1=la . 

Так как функция )(0 xI  монотонно возрастающая, выражения (4), (5) 

могут быть записаны в следующем виде 

( )m
aA

l r
lm 0:

)0( max
=

= �ξ ,     (6) 
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( )m
aA

l r
lm 1:

)1( max
=

= �ξ .     (7) 

2

0

(*)
2

0

(*) ))()(Im())()(Re( 









∫+










∫=

Т

m

Т

mm tstytstyr ɺɺɺɺ .  (8) 

Здесь mr  - значения отсчетов с выходов детекторов огибающих сигналов )(tsmɺ . 

Вычисление множества 1,...,1,0, −= Mmrm  может быть осуществлено с 

помощью согласованных фильтров или корреляторов для сигналов )(tsmɺ  [2]. 

Суть задачи - доказать аналитическое выражение для оценки вероятности 

ошибки на бит бР  при использовании алгоритма посимвольного 

некогерентного приема (6)-(8) для ансамблей сигналов, ортогональных в 

усиленном смысле. 

 

2. Вероятность ошибки при посимвольном некогерентном приеме 

В работах [7,9] показано, что вероятность ошибки )(б laР  для 

фиксированного значения l  при посимвольном приеме не зависит от номера m  

передаваемого сообщения mA
�

 (от передаваемого сигнала )(tsmɺ ). Для 

ортогональных в усиленном смысле сигналов в виде базисных функций Уолша-

Адамара вероятность )(б laР  при посимвольном приеме не зависит от номера 

символа la  (в общем случае произвольных ансамблей сигналов вероятности 

)(б laР  при посимвольном приеме зависят от номера l  [9]). В этом случае без 

потери общности полагаем передачу сигнала )(0 tsɺ . Ниже докажем 

аналитическое выражение для вероятности ошибки на бит (символ) бР  при 

применении алгоритма посимвольного приема (6)-(8). 

Вероятность ошибки бР  задается соотношением [3] 

∫ ∫∫
∞∞














−=<−=

0 0

)1()0(

0

)1()0(
б )()(1)Pr()(1 dxdyyprpdrrrpP

r

lξ .  (9) 

Здесь )(),( )1()0( rprp  - плотности распределения величин )0(
lξ  и )1(

lξ . 
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Случайные величины mr  (8) статистически независимые, поэтому 

плотности распределения )(),( )1()0( rprp  для )0(
lξ  и )1(

lξ  имеют вид 














= ∏ ∫

=

2/

0: 0

)0( )()(
M

al

r

l
l

drrp
dr

d
rp ,    (10) 














= ∏ ∫

=

2/

1: 0

)1( )()(
M

al

r

l
l

drrp
dr

d
rp .     (11) 

Случайные нормированные величины 
00 EN

rm  распределены по закону 

Релея для 0≠m  и по закону Релея-Райса для 0=m  [3,14], поэтому имеем 














−=

2
exp)(

2r
rrpl . 0≠l .    (12) 
























 +−=
0

0
0

2

0
2

2

/2
exp)(

N

E
rI

NEr
rrp .   (13) 

Здесь 2/0
2EсE =  - энергия сигналов при приеме. 

Интегрируя соотношение (9) и используя (10)-(13), получаем выражение 

−













−−−= ∫

∞ −

0

12

0б )
2

exp(1)(1 dx
x

xpP

M

    (14) 

∫ 












−−














−−−

∞ −

0

222
)

2
exp(1

2
exp

2

2
)( dx

xx
x

M
xF

M

. 

Здесь ∫=
x

drrpxF
0

0 )()(  - интегральная функция распределения Релея-Райса. 

Отметим, что два первых слагаемых в (14) задают вероятность 

ошибочного приема ∫
∞ −














−−−=

0

12

0ош )
2

exp(1)(1 dx
x

xpР

M

 ортогональных в 

усиленном смысле сигналов при использовании правила максимального 
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правдоподобия [1,2]. В этом случае вероятность ошибки на бит пб,Р  связана с 

ошР  соотношением [3] 

)1(2
ош

пб, −
=

M

MP
Р .      (15) 

Выражение для ошР  может быть приведено к виду [3] 

∑ −−=
=

n

j

j
M

j jNEC
M

NE
Р

2
0

0
ош )/exp()1(

)/exp(
.   (16) 

Для 2=M  справедливо соотношение 







−==

0
пб,б 2

exp
2
1

N

E
РP  [3]. 

Покажем, что справедливо общее соотношение 

пб,б РР = .      (17) 

Для доказательства (17) приведем соответствующие выкладки. Запишем 

выражение (14) в виде 

+∫





























−−−=

∞ −

0

12

б )
2

exp(1)(1 dx
x

xF
dx

d
P

M

 

dx
xx

xxF
M

M 22

0

2
)

2
exp(1)

2
exp()(

2

−∞














−−∫ −+ .  (18) 

Учитывая условие 1)
2

exp(1)(
0

12
=∫






























−−

∞ −

dx
x

xF
dx

d
M

, запишем (18) в 

виде dx
x

dx

d
xF

M

M
P

M

∫





























−−

−
=

∞ −

0

12

б )
2

exp(1)(
)1(2

. Интегрируя это выражение 

по частям, имеем 

)1(2
)

2
exp(1)(1

)1(2
ош

0

12

0б −
=















∫ 












−−−

−
=

∞ −

M

MP
dx

x
xp

M

M
P

M

. (19) 

Выражение (19) совпадает с доказываемым выражением (17). 

При вычислении ошР  в (19) можно использовать выражение (16). 
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При наличии лишь помехи (энергия сигналов 0=E ) справедливо 

соотношение 
М

М
Р

1
ош

−=  и 5.0пб,б == РP , что согласуется с физическим 

смыслом посимвольного приема сигналов. 

 

3. Результаты вычислений 

На рисунке 1 приведены вероятности ошибки на бит бP  посимвольного 

некогерентного приема ортогональных в усиленном смысле сигналов Уолша-

Адамара для канала АБГШ, вычисленные с использованием выражения (19). 

Вероятностные кривые 1, 2, 3 соответствуют объему ансамблей 

сигналов 32=M , 62=M  и 82=M . По оси абсцисс отложены значения 

отношения сигнал/помеха 0/ NEб , здесь kEEб /0=  - энергия сигналов на 

информационный бит, Mk 2log= . Для фиксированного значения 0/ NEб  

вероятности ошибки бP  уменьшаются с увеличением объема ансамблей 

сигналов, например, для 6
0

=
N

Eб  дБ имеем 3
б 101.1 −⋅=P  для 32=M  и 

6
б 100.9 −⋅=P  для 82=M . 

 

1,E-06

1,E-05

1,E-04

1,E-03

1,E-02

1,E-01

2 3 4 5 6 7 8 9

Еб/N0,дБ

Pб

123

 

Рис.1. Вероятности ошибки на бит бP  посимвольного некогерентного приема 

сигналов Уолша-Адамара для канала АБГШ: 1 - объем ансамбля сигналов 8; 2 - 

объем ансамбля сигналов 64; 3 - объем ансамбля сигналов 256. 
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Моделирование алгоритма оптимального посимвольного некогерентного 

приема (1) сигналов Уолша-Адамара показало его эквивалентность 

рассматриваемому модифицированному (подоптимальному) алгоритму 

посимвольного некогерентного приема (4), (5) относительно их вероятностных 

характеристик.  

 

Заключение 

Доказано аналитическое выражение для вычисления вероятности ошибки 

на бит при использовании модифицированного алгоритма посимвольного 

некогерентного приема для ансамблей сигналов, ортогональных в усиленном 

смысле. Модифицированный алгоритм посимвольного некогерентного приема 

является более простым по отношению к алгоритму оптимального 

посимвольного некогерентного приема. Доказанное выражение для 

вероятности ошибки на бит совпадает с выражением для вероятности ошибки 

на бит при использовании алгоритма некогерентного приема ортогональных в 

усиленном смысле сигналов, реализующего правило максимального 

правдоподобия. 

Путем моделирования алгоритма оптимального посимвольного 

некогерентного приема ортогональных в усиленном смысле сигналов Уолша-

Адамара показано, что этот алгоритм эквивалентен рассматриваемому 

модифицированному (подоптимальному) алгоритму посимвольного 

некогерентного приема относительно их вероятностных характеристик. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (№16-07-00746). 
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