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Аннотация. Показана возможность уточнить отношение между фрактальной 

размерностью и степенью спектра мощности сигнала. Для аппроксимации 

использована функция распределения для нормального закона.  
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Abstract. The possibility to increase the accuracy of the relationship between the 

fractal dimension and the degree of the power spectrum of the signal is proved. The 

distribution function for the normal law is used for approximation. 

Keywords: fractal dimension, the power spectrum. 

 

Фрактальную размерность используют, например, в качестве меры 

сложности  хаотических сигналов или  меры статистического самоподобия 

случайных процессов [1-4] . Один из способов оценки фрактальной 

размерности D  сигнала )(tx  заключается в использовании соотношения  

2

5 α−=D ,      (1) 

где α  – степень частоты f  спектра мощности сигнала )( fSx  [5-8]: 

α−∝ ffSx )(      (2) 

при  

31 << α .      (3) 

Этот способ нашел широкое применение при оценке фрактальной размерности  

радиосигналов [9], шумов различной природы  [10], изображений [11-13] 

геологических поверхностей [14]. 
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Поскольку связь спектра с фрактальной размерностью D   в виде 

52)( −∝ D
x ffS      (4) 

носит оценочный характер (она является асимптотическим решением 

интегрального уравнения [5-8, 10]), а простота способа определения 

фрактальной размерности сделала этот инструмент измерения популярным,  

представляет интерес выяснение границ применимости соотношения (4). Во 

многих работах, например [15-18], в ходе численного моделирования, была 

обнаружена нелинейная зависимость фрактальной размерности D  от  степени 

α  спектра мощности. Авторы работ  [15-18] указывают на существенно 

нелинейный характер зависимости вблизи границ диапазона значений 

параметра α : 31 << α . Однако авторы не приводят выражения пригодного для 

аппроксимации зависимости размерности D  от  степени α  спектра сигнала, 

что ограничивает возможность использования полученных результатов. 

Для решения задачи уточнения связи между фрактальной размерностью и 

степенью спектра мощности сигнала был выполнен численный эксперимент по 

генерации сигналов различной фрактальной размерности, определению их 

спектров мощности, степени α  спектра сигнала, аппроксимации 

экспериментально полученной зависимости )(αD  различными функциями. 

Критерием выбора оптимальной функции был минимум среднеквадратичного 

отклонения значений аппроксимирующей функции от экспериментально 

полученных значений фрактальной размерности D . 

Поскольку экспериментально зависимости )(αD , полученные разными 

авторами, имели S-образный вид, в качестве аппроксимирующих функций для 

численных экспериментов были выбраны наиболее простые сигмоиды: 

функция Ферми (экспоненциальная сигмоида) 

  
)42exp(1

1
)(

−+
=∗

α
αFD     (5) 

рациональная сигмоида 
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3.12

2
5.1)(

+−
−+=∗

α
ααRD .    (6) 

Кроме того, значения фрактальной размерности D , вычисленные при 

различных значениях степени α  спектра мощности, были аппроксимированы 

функцией 

 ),,(2 σµαFD −=∗ ,    (7) 

),,( σµαF  имеет вид функции распределения для нормального закона: 

 ∫
∞−

∗
∗






















 −−=
α

α
σ

µα
πσ

σµα dF

2

2
exp

2

1
),,( ,  (8) 

где  α   – степень спектра  мощности, µ  – положение центра симметрии 

функций ),,( σµαF  и ∗D  на оси α , σ   – параметр, определяющий 

максимальное значение производной функции  ∗D . 

Величина σ  определяется из условия равенства производной функции  

∗D   в точке перегиба ( 2=α )  

 

( ) ( )
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 производной функции  размерности D  по параметру α : 

5.0
2

5

−=







 −

=
α

α

α d

d

d

dD
.    (10) 

Приравнивая (9) и (10) получаем параметр σ : 

79788,0
2 ≈=
π

σ .    (11) 

При 2=α  фрактальная размерность 5.1=∗D , что соответствует размерности 

броуновского движения, поэтому значение µ  определяется из соотношения 
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5.1),(2
22

=−= ==
∗

αα
µαFD ,   (12) 

25.0
2

exp
22
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Таким образом, аппроксимирующая функция имеет вид: 

 ∫
∞−

∗
∗

∗




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Рис. 1. Зависимость фрактальной размерности  от параметра спектра:  
1 – численный эксперимент D ; 2 – рациональная сигмоида )(α∗

RD ;  

3 – функция Ферми )(α∗
FD ; 4 – функция )(α∗D . 

 

В ходе численного эксперимента  генерировались сигналы )(tx  различной 

фрактальной размерности со спектром вида  α−∝ ffS )(  с помощью 

программы, реализованной на LabVIEW. Фрактальная размерность модельных 

сигналов оценивалась с использованием алгоритма Higuchi [19]. Фрагменты 

графиков зависимости фрактальной размерности  от параметра спектра α  
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показаны на рисунке 1. Из рисунка видно, что  для аппроксимации следует 

использовать функцию вида (7). Среднеквадратичное отклонение (СКО) 

значений аппроксимирующей функции ∗D  от экспериментально полученных 

значений фрактальной размерности D  является наименьшим из трех и 

составило величину около 0.005 (в единицах фрактальной размерности).  

Зависимость фрактальной размерности D  модельного сигнала )(tx  от 

параметра спектра α  и аппроксимирующая функция ∗D , для диапазона 

значений  41 <<− α  показана на рисунке 2. Величина погрешности оценки  

экспериментально полученных значений фрактальной размерности D  

составила величину 0.015. Для оценки увеличения точности определения 

фрактальной размерности сигнала  при использовании выражения (7) по 

сравнению с  выражением (1), построим функцию разности )(αD∆ : 

)/2,2,(
2

1
)()()( πααααα FDDD −−=−=∆ ∗ .  (15) 
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Рис. 2. Зависимость фрактальной размерности  от параметра спектра:  
•   численный эксперимент D ; – аппроксимирующая функция )(α∗D . 
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Функция )(αD∆  имеет единственный экстремум (минимум) при 2=α  и 

монотонно возрастает, по модулю, при   2>α  и 2<α . Поскольку, как правило, 

значение фрактальной размерности определяют в диапазоне значений 31 << α ,  

определим максимальное значение )(αD∆  на границах этого диапазона ( 1=α  и 

3=α ):  

083579.0)1( ≈∆D , 083579.0)3( −≈∆D .   (16) 

В относительных единицах, максимальная погрешность Dδ  оценки 

фрактальной размерности составляет, соответственно 

04.0
)1(

)1(
)1( ≈∆=

D

D
Dδ , 08.0

)3(

)3(
)3( ≈∆=

D

D
Dδ .  (17) 

Погрешность оценки размерности величиной 8%, очевидно, не может быть 

приемлемой для измерительного средства. Среднеквадратичное отклонение 

значений функции D , вычисленной по формуле (1), от аппроксимирующей 

функции фрактальной размерности ∗D составило величину 0.04, что в 20 раз 

превышает СКО  ∗D  от экспериментально полученных значений фрактальной 

размерности (0.005).  

Многие популярные среды программирования (Matlab, Maple, LabVIEW) 

имеют в своем составе средства вычисления функции распределения для 

нормального закона, поэтому оценка фрактальной размерности с помощью 

выражения (14) не представляет труда. Для оценки фрактальной размерности 

микроконтроллерными устройствами ее можно вычислить, используя связь 

между функцией распределения для нормального закона  с функцией ошибок 
















 −+=
2

1
2

1
),,(

σ
µασµα erfF    (18) 

и известное приближение в виде полинома [20]: 

)()1(1)( 44
4

3
3

2
21 αε+++++−= −xaxaxaxaxerf ,  (19) 

где 0≥x , 27839301 .a = , 0.2303892 =a , 0.0009723 =a , 0.0781084 =a , 

45·10)( −≤xε  (0.05% от максимального значения функции ошибок).  
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 Подставим приближенное выражение для функции erf  (19) в функцию 

распределения (18), а (18) – в выражение для ∗D  (7) и получим  

443
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при 0≥α , 
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(21) 

при 0<α . 

При использовании приближения (19) для 0<α   (21) мы учли нечетность 

функции ошибок: )()( xerfxerf −=− . Формулы функций, аппроксимирующих 

функцию ошибок с остаточным членом менее 7.5·101 − , можно найти в 

справочниках [21-24]. 

Таким образом, показана возможность существенно повысить точность 

оценки отношения между фрактальной размерностью и степенью спектра 

мощности сигнала, особенно на границах диапазона значений фрактальной 

размерности ( 1=D  и 2=D ). При размерностях около 2, использование 

предложенного варианта функции )(α∗D  (14) позволяет уменьшить   

погрешность оценки фрактальной размерности в 20 раз, а при  размерностях 

около 1 – в 40 раз. 
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